Limites y derivadas

{720 Funciones definidas a trozos o por partes

Una funcién estd definida a trozos o por partes si en distintos intervalos del
dominio la funcién estd definida por una férmula diferente.

EJERCICIO DE FUNCION DEFINIDA A TROZOS O POR PARTES

dia su continuidad:

x+4 six<-1

f(x)={x2_3 six>-—1

M1 Representa la siguiente funcién de-  Primero se representa la funcién y = x + 4, AY
finida a trozos o por partes y estu-  que es una semirrecta, pero solo cuando

x< -1 y=x'-3
y=x+4

En segundo lugar se representa la funcién /

y=x*—3, que es un trozo de una parabo- / /

la, pero solo cuando x > -1 AN

¥

Es discontinua en x = —1

iF22 Valor absoluto de una funcion

Para representar una funcién definida por un valor absoluto, se representa
la funcién prescindiendo del valor absoluto, y en los intervalos donde la fun-
cién sea negativa se hace la simétrica respecto del eje X

flx)  sifx)=0

Ll = {_ £ si f)<0

EJERCICIO PARA DIBUJAR EL VALOR ABSOLUTO DE UNA FUNCION

@1 Representa la funcion:
y=|x?=2x-3|

Pardbola: y = x* — 2x — 3 Valor absoluto: y = |x? — 2x — 3|
AY AY
X X
\/ y =[x 2x 3|
y=x"—|2x—3
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fPZJ Limite de una funcion

Si una funcién es continua en un punto, el valor del limite coincide con
el valor de la funcién. Es decir, lim f(x)= f(a)
X—a

Para hallar el limite de una funcién continua en x = 4, se sustituye dicho valor

en f(x) y se halla f(a)

M Limite de una funcién polinémica cuando x - +o

Un polinomio cuando x — +o es equivalente al término de mayor grado; el
resto de términos comparativamente son muy pequefios y se pueden despre-
ciar. El limite es + o0 0 —oo, seglin resulte de operar el signo del coeficiente
principal con la potencia. El cdlculo se hace mentalmente.
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M Limite de una funcion racional en una raiz del numerador
y del denominador

Por ser  raiz del numerador y del denominador, ambos son divisibles por
x — a. Se evita la indeterminacién dividiendo el numerador y el denomi-
nador entre x —

M Limite de una funcion racional cuando x -» +«

Se aplica el siguiente criterio:

0 sin<m
lim a,x"+---+ax+ay | a, sin=m
vt O, X" + oo+ b1x + by b,,

+0  sin>m

EJERCICIOS DE LiIMITES

@1 Calcula: Como f(x) = x — 1, es una funcién con- AY
Hnsl (x —1) tinua:
T lim (x ~1)=f(3) =3~ 1=2
Representando la recta:
flx)=x—1
Se observa que cuando
x—>3=flx) >2
M Calcula:
lim (—x3 —3x2 + x + 3) thgo (= =3x*+ x +3) = xhjgz (=x7) = —o0” = —o0
@ Calcula:
lim (—x3 —3x% + x + 3) xlirgo (-x?=3x*+x+3)= xlirgo (=)’ = =(=o0)’ = + o0
M3 Calcula: 2x>—4x 8§_-8 [ 0 ] 2xM 2x 4
2 lfm =—=—=h’m7=11’m_=_
hfn,zl ng : 2)6‘ 2 3x—06 6-6 0 x—>2 SM x-2 3 3
. La funcién es como la recta y = 2x/3, excepto que para x = 2 no estd
definida, le falta un punto.
AY
_ 2x? L dx
" 3x-6
4B, 413) x
Lot 4
@1 Calcula: 2
i 3%2=4x+5 lim % = % porque tienen el mismo grado.
_—_— X—>—00 —_ +
= 2x% —6x +2
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(P2} Tabla de derivadas o reglas de derivacion

Las letras #, v y w representan funciones de x, #(x), v(x), w(x)

Funcién
y=k
y=x
Potenciales
y=x"
y=u’
. y=e
Exponenciales
y=¢
Logaritmicas  y=Inu
y = ku
y=u+v-—w
Operaciones y=uv
U
=

Derivada

1l
— O

xn—l

] ]
S N
<
N

Il
o
®

DA A AN

’ ’ ’ ’
y=u +0v —w
’ ’ ’
Yy =uv+uv
’ ’
uv—uv

Y= 2

Ejemplos
y=7 y'=0
y=x y =1
y=x y =5
y=0Bx=2) ¥ =1503x—2)"
y=¢ Y =e
y=e¥? Y =3e¥-?
y=In (2x + 3) y:2x2+3
y =4x7 y' = 28x°
y=x*+5x% - 7x? ¥ =4x? + 15x% — 14x
y = x7e = 7x%e™ + daTet

iP2 Interpretacion geométrica de la derivada

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tan-
gente a la curva en ese punto.

La aplicacién inmediata de la interpretacién geométrica es que las rectas tangente
y normal a una curva y = f(x) en P(4, f(4)) en su forma punto-pendiente son:

y=f"(a)(x—a) +f(a)

)/:

1
f(a)

EJERCICIO DE RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA

M1 Dada la pardbola:
y=—x>+4

halla las rectas tangente y normal
parax =1

a) Se calcula el punto:

x=1=y=3= P(1, 3)

b) Se hallan las pendientes: f”'(x)

) La recta tangente es:

d) La recta normal es: y= % x=1+3=y-=
AY
XD 71, 3)
I=Gg
X
y=-2x+5
y=+x'+4

(x —a) + f(a)

2x = m=f"(1)

=—2:>7}’ZJ_=

y==2x-1)+3=>y=-2x+5

LA
2

N[

1

2
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[PX3 Maximosy minimos relativos

Un méximo relativo de una funcién es un punto en que la funcién es
mayor que en los puntos cercanos, y un minimo relativo de una funcién
es un punto en que la funcién es menor que en los puntos cercanos.

EJERCICIO PARA HALLAR LOS MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS

@] Halla los méximos y mini- Procedimiento

mos relativos de la funcién: a) Se calcula la primera derivada, f”(x)

Y= —x?+4x—1 b) Se resuelve la ecuacién, f'(x) = 0

) Se sustituye la raiz o raices de f'(x) = 0 en
la funcién inicial y = f(x) y se obtienen los
posibles mdximos y minimos relativos.

d) Se halla la segunda derivada, /" (x)

e) Se sustituyen las abscisas de los posibles
méximos y minimos relativos en la segunda

derivada, /" (x)

fl(x)==2x+4
“2x+4=0=>x=2

x=2=y=3=A4(2,3)
f"(x):—Z

F7(2) =—2<0 = A2, 3) Mixi-
mo relativo.

AY
* Sif"(x) <0 = mdximo relativo.
* Sif"(x) >0 = minimo relativo. A2, 3)
X
y=—x’+4x-1
Monotonia o crecimiento
Sif'(x) >0, la funcién f{x) es creciente; si f'(x) <0, la funcién f(x) es decreciente.
EJERCICIO PARA HALLAR LA MONOTONIA O CRECIMIENTO
&1 Halla el crecimiento de: Procedimiento Ejemplo:
y=—x2+4dx—1 a) Se calculan los maximos y minimos relativos. ~ Es la funcién del ejercicio ante-

b) Se hallan las discontinuidades.

) Se representan en la recta real R las abscisas de
los méximos y minimos relativos, y las discon-
tinuidades de la derivada.

d) Se prueba un punto de uno de los intervalos en la
primera derivada; solamente se considera el signo.
Los intervalos consecutivos cambian de signo si
la multiplicidad de la raiz o discontinuidad de
la derivada es impar. Si es par, no cambia.

e) Se escriben los intervalos de crecimiento (/)

f) Se escriben los intervalos de decrecimiento ()

rior.
A(2, 3) Méximo relativo.

No hay.

[

2
]
01
Creciente (/): (o0, 2)

Decreciente (\): (2, +0)
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nnacvey 12, Limites y derivadas

D Representa la siguiente funcién definida a tro-
zos 0 por partes y estudia su continuidad:

) Calcula el siguiente limite y representa la fun-
cién correspondiente:

9 x+4 six<-1 h’rral(x—l)
X) = . x—
x? =3 six> -1 SOLUCION:
SOLUCION: [ Bjercicio 3
[ 12 Lisites y durbadin I‘::];"“
Alba Bara Sarehae i
Oncar Arias Lz |Jl:ﬂq—-:
| Paso a paso | P = pumtoda, fjaj} — {3.2)
[ Ejancioin 1 | ke | pasrales |0, O, 92, 13}
| taibibern {pumin 0, 0F, 12,13} | ditsgar (f{u) . [oolor = nojo, anchura_linea = 2));
| ditmgarix + 4. -=i. — 1. {oolor = Fojo, anchura_lisea = 1)1 | dimijar| P, [calor = roje, tamafia_punta = 0])
| ditwgar st - 1, 3. [cokar = mjo, tamase_purio = 5] S observa gue coando x = 1,y = 2
| dibwgarix® — 3, — 1. = {oobor = rojo, anchura_lisea = 11} i
| dibrarprmbe| - 1, — 2). {sakar = e, temssho_paite = B}
| Es disoonimm e w = -1

4 |
2
B ; -2 4 [
/ 2
\ I Calcula el siguiente limite y representa la fun-
4 cién correspondiente:
i 2x? — 4x
-G xliTZI 3X - 6
SOLUCION:
) Representa la funcién: [ Bjarkic 4
y=|x2—2x—3| |l{:i=£=;:—:t:
SOLUCION: I i
' Ejercicio 2 ey
| tablaro{pusto (o, 0), 12, 12); |p=m., taj) — E;;:j
| dibuar jx — 2x - 31, (oolor = roja, anchura_tinea = 2)); | tablero (punta 0, 0], 12, 121
| dibujar|i{x), [saler = rojo, anchisra_lines = 2));
| dibujari P, [color = blanco, tenaho_punts = 8]);
| Sechsenm goe caando x = 2, y + 413

B2ad
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|

. \Windows/Linux: Mia .

9 Dada la pardbola:
y=—x>+4

halla las rectas tangente y normal para x = 1

SOLUCION:

[ Ejercicio §
litg) = = =% & 4;
la=1;
| ® = puntala, faly — (1,3)
| tink = Filal-[x — ap + figd = = —2-0+5
5

Mix) = = Eifx - ah + Ma) = we o
| brlere {pusto 2, 0, 12, 17);

| dibujarif{x], (color = rojo, anchara_linea = 23);
| dibisjar (tja], (color = azul, smchurs_linan = 27|

| dibujarin{n). (oolor = verds, anchara_linea = 13}
_Im-nrll'. {eclar = rojo, tameis_pumric = 8]

I Halla los méximos y minimos relativos de la

funcién:
y=—x"+4x-1
Estudia su monotonia o crecimiento.
SOLUCION:
[| Ejpresio

[ hsl = = 5% s dy = 13

[ ) = -Z-x+d

| rwolved (s} = 0] == {{z=2}}

[ 12 =23

[ P2y = =k
Maximo relative | 412, 3)

| b punta|d, O), 12, 13);

| ditmgarifin) . [color = rojo, anchura_lnea = 71) -

|' ditmiaer ipianba 2, 3], (eolor = roja, immafio_punta = i)} |
Creclento : {-u, 2)

| Deérociente | [2, =m0}

En las gréficas dibujadas con Wiris de las funciones definidas a trozos, después de dibujar la funcién hay
que dibujar en rojo los puntos que estdn y en blanco los que no estdn.

M Funciones especiales

y = suelo(x) es y = Ent(x)

y = decimal(x) es y = Dec(x)

y = signo(x) es y = Signo(x)

Para introducir la funcién valor absoluto en |Simbsias, se elige |31] Valor absoluto.

M Funciones definidas a trozos

Para dibujar una funcién en un intervalo se escribe la funcién, una coma y los limites del intervalo sepa-
rados por dos puntos alineados horizontalmente.

B Cilculo de limites
Para hallar un limite en Andlisis| se elige la opcién |=1| Limite. Los simbolos [*| Infinito positivo, 4| Infinito
negativo, | Infinito sin signo estdn en

B Cilculo de derivadas

Se introduce la funcién como f{(x) y se escribe /' (x) o se utiliza de \&ndlisis, [a herramienta |0'| Derivar.

107

12_Mates4_ESO_CA.indd 107 23/01/12 14:00



Representa las siguientes funciones y estudia su continuidad:

7 () - {

2* six <2
—%+5 six=>2

—x2  six <1
2% —6 six>1

.:’f(x)={

) £(x) = |-x2 + 3] B £(x) = |-x* —x + 2
KD £(x) = Ent(x) P £(x) = Dec(x)

Halla los limites siguientes y dibuja la funcién para comprobarlo:
mh'rrzl(Sx—l)= D lim (x*+x-5)=
x*-x-6
EB lim (—x°+5x% — 4x) = EPlim ————5—=
X—>+00 x—>3 .X' - 3
_ 3
WPl =8 WD lim % -

o2 x2—4 xore | — x2

BD lim % - B0 lim 2% = .
xo—m x4 1 xoro X% 41
Calcula las derivadas de las funciones siguientes:
W y=-7x"-5x+4 =y = WP y=-6x"+7x%+x = y' =
BB y=-(2x-5° =y = B0 y-c3=y =
W y=In(x>-6x+5) =y = B y=-xe=)y =

4x +1
= 3 ,= : = ,=
Fiy-x’lnx=y [ 23 3% 2x_3:>)’

WI) Halla las rectas tangente y normal a la curva y = x> — 4x + 1 para x = 3. Dibuja la funcién y las rectas
tangente y normal.
a) Ecuacién de la recta tangente: b) Ecuacién de la recta normal:
J= J=
BET) Halla los méximos y minimos relativos de la funcién y = —x? — 4x. Determina el crecimiento y dibujala.

* Méximo relativo: * Creciente:
* Minimo relativo: * Decreciente:

B Halla los mdximos y minimos relativos de la funcién y = 2x? — 12x + 14. Determina el crecimiento y
dibujala.
* Méximo relativo: ¢ Creciente:
* Minimo relativo: * Decreciente:

Plantea el siguiente problema con los tres apartados y resuélvelo con ayuda de Wiris:

BEF) El nimero de cientos de dguilas en una reserva viene dado por la siguiente férmula f(z) =

3t+5
t+1

halla el nimero de 4guilas que hay en el instante inicial y las que hay al cabo de 50 afios. Con el
transcurso del tiempo, ;a quién tiende el nimero de dguilas. Se supone que estdn en vias de extincién

si bajan de 100 ejemplares? ;Estdn en vias de extincién? Representa la funcién para # >0

SOLUCION:
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PRACTICA CON BOLIGRAFO Y PAPEL

Representa las siguientes funciones y estudia su continuidad:

—x? si x <1 2* six <2
m = m =
£ {2x—6 six>1 1 ~ S5 six22
AY AY
X X
BT f(x) = |-x? + 3] B £(x) = |-x*—x+ 2|
AY AY
X X
WEP f(x) = Ent(x) P2 f(x) = Dec(x)
AY AY
X X

(112 Limites y derivadas -EE
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Halla los limites siguientes:

mlin% Bx-1)=

B lim (x?>+x—5) =

X——00

B lim (—x° +5x° — 4x) =

X—>+00

, x?—-x-6
T lim =
x—3 - 3
4x — 8
B lim — =
X~>2 .X‘ - 4
, x3
19 lim - =
X—+00 — X
, 3x
) lim

wome x2 41

0 lim ¥ =0 _

X+ x2+1
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Calcula las derivadas de las funciones siguientes:

my=7x2—5x+4

Wy = 6x° + 7x° + x

WE y=(2x-5)°

24 PIREE

WHy=1In(x*-6x+5)

W13 y = x%e*

Wil y=x%Inx

4x + 1
2x -3

WI) Halla las rectas tangente y normal a la curva y = x? — 4x + 1 para x = 3. Dibuja la funcién y las rectas

tangente y normal.

AY

V><
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BT Halla los méximos y minimos relativos de la funcién y = —x? — 4x. Determina el crecimiento y dibdjala.

AY

V><

BEIP Halla los mdximos y minimos relativos de la funcién y = 2x? — 12x + 14. Determina el crecimiento y

dibujala.

BEP1 El ndmero de cientos de dguilas en una reserva viene dado por la siguiente férmula £(z) =

AY

Vk

3t +5
+1

halla el ndmero de dguilas que hay en el instante inicial y las que hay al cabo de 50 afos. Con el
transcurso del tiempo, ;a quién tiende el nimero de dguilas. Se supone que estdn en vias de extincién
si bajan de 100 ejemplares? ;Estdn en vias de extincién? Representa la funcién para > 0

Entérate

Manos a la obra
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